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1. Введение.

С различными теоремами и задачами на доказательство я впервые познакомилась на уроках геометрии, изучая свойства простейших фигур. По мере изучения новой математической дисциплины я поняла, что важно уметь применять аксиомы, ранее доказанные теоремы, следствия к решению задач и доказательству новых теорем, выстраивая логическую цепочку рассуждений. Но, каким было мое удивление, когда от учителя математики я узнала о том, что не все теоремы геометрии легко и просто доказываются! Изучением отдельных теорем и задач занимаются лучшие ученые земного шара на протяжении десятилетий и даже веков. И не всегда им удается найти правильное решение и логическое обоснование той или иной математической проблемы. К числу именно таких проблем относится знаменитая топологическая задача о четырех красках. Топология – это раздел геометрии, занимающийся изучением качественных свойств фигур [11]. Предположим, что нужно раскрасить географическую карту таким образом, чтобы никакие две соседние страны не были окрашены одним цветом. Такая раскраска карты называется правильной. Возникает вопрос, какое количество красок потребуется для решения этой задачи [1]. Данная проблема показалась мне интересной, тем более, что с этой задачей связано много математических  задач на раскрашивание. И я решила изучить эту тему подробнее. 
Цель исследования: показать практическое значение решения нестандартных математических задач, в том числе и задачи о четырех красках для развития познавательного интереса к предмету математика. 
Задачи исследования: 
1. Изучить историю возникновения теоремы о четырех красках.
2. Познакомиться с логическими играми, созданными на основе этой теоремы.
3. Формировать навыки решения нестандартных математических задач, умение доказывать математические утверждения.
4. Развивать смекалку, логическое мышление, математическую интуицию посредством решения задач на раскрашивание.
5. Обобщить и систематизировать знания по данной теме путем создания мини-сборника нестандартных математических задач.
Гипотеза исследования: для правильной раскраски географической карты достаточно четыре разных цвета.
В ходе исследования я постараюсь подтвердить или опровергнуть эту гипотезу.
Объект исследования: задача о четырех красках.
Предмет исследования: решение нестандартных математических задач.
Методы исследования: изучение математической литературы и ресурсов Интернета по данной теме; сравнение и анализ математических фактов; анкетирование учащихся; решение нестандартных математических задач; познавательно-исследовательская деятельность; анализ и обобщение  полученных результатов.
Актуальность и значимость темы подтверждается тем, что одной из главных задач обучения геометрии в средней школе является развитие логического мышления учащихся, способности к доказательным и аргументированным рассуждениям. Знакомство с проблемой четырех красок, решение нестандартных задач на раскрашивание будут способствовать формированию абстрактного мышления, воображения учащихся, формированию практических навыков решения геометрических задач.
Степень научной разработанности проблемы: существует много сборников занимательных и нестандартных математических задач. Но не многие из них содержат развивающие задачи на раскрашивание замкнутых областей и геометрических фигур. Так Я.И. Перельман, российский физик и математик [5], Стивен Барр, американский популяризатор математики [10], на страницах своих сборников рассматривают ряд таких задач, предлагая способы их решения. Ознакомиться с подобными задачами можно пользуясь ресурсами Интернета. Меня заинтересовала проблема четырех красок, и я решила исследовать её и познакомить своих одноклассников с нестандартными задачами, которых нет в школьном учебнике.




































2. История возникновения теоремы.

С появлением первых географических карт возник вопрос о том, как лучше их раскрашивать. Понятно, что каждое государство должно быть окрашено в свой цвет, но при этом количество различных красок не должно быть слишком большим. Поэтому географы обратились к математикам за ответом на такой вопрос: каким наименьшим количеством красок можно обойтись, раскрашивая карту, чтобы две страны, имеющие общую границу, были окрашены разными цветами. Такое раскрашивание карты называется правильным [1]. 
И чтобы ответить на данный вопрос, обратимся к истории. В 1852 году, раскрашивая карту графств Англии, молодой южноафриканский математик и ботаник Френсис Гутри, обратил внимание на то, что для решения этой задачи ему потребовалось четыре краски, а вот трех красок было недостаточно [рис.1]. 
Возник естественный вопрос: для раскраски любой ли карты хватит четырех красок? Заинтересовавшись поиском ответа на данный вопрос, Гутри обратился к своему брату Фредерику, изучавшему математику в Университетском колледже Лондона под руководством известного ученого того времени Огастеса де Моргана. Де Морган, пытаясь проверить эту гипотезу, направил вопрос своему другу ирландскому математику, физику Уильяму Роуэну Гамильтону [Приложение 1]. Сэр Гамильтон, занимавшейся в то время рядом важнейших открытий в области механики, посчитал задачу о четырех красках несерьезной для изучения и не высказал никаких предположений по поводу ее решения. Огастес де Морган, продолжая исследовать проблему четырех красок, рассказал о ней известным ему математикам, в надежде на то, что   кто-нибудь  подскажет  полезную  идею.  И  вот  в 
                                           конце   1860-х   годов  американский  математик,  философ 
Рис.1 Карта графств                    Чарльз   Пирс    заявил,  что    доказал    задачу  о   четырех 
 Англии. [14]                                красках. Но опубликовать доказательство он не смог [9]. 
На какое-то время задача о четырех красках была забыта, но в 1878 году на заседании Лондонского математического общества Артур Кейли поинтересовался, удалось ли кому-нибудь найти решение этой задачи. И вновь возник интерес к проблеме  четырех красок. Артур Кейли в своих статьях, а их количество более 900, занимался исследованием различных математических вопросов, в том числе и решением задачи о четырех красках [Приложение 1]. Профессор математики Оксфорда А. Кейли, будучи молодым, испытывая острую нужду, вынужден был работать адвокатом, так как преподавательская деятельность оплачивалась невысоко. Но при этом он никогда не переставал заниматься математикой. Именно этот ученый впервые сформулировал задачу о четырех красках, как теорему: «Доказать, что любую географическую карту на плоскости или на глобусе можно правильно закрасить четырьмя красками». Годом позже он опубликовал статью «Об окрашивании карт» в журнале «Труды Королевского географического общества» (англ. Proceedings of the Royal Geographical Society), в которой попытался объяснить, почему задача может оказаться очень сложной и признал тот факт, что доказательств этой теоремы ему найти не удалось [7]. 
Примерно в это же время математик-любитель, юрист по образованию, Альфред Кемпе, приводит доказательство того, что четырех цветов (и не менее) достаточно для любой сферической карты и подтверждает свои размышления рисунками [Приложение 1]. Это были первые рисунки, посвященные задаче о четырех красках [Приложение 2]. Кемпе рассматривает различные варианты границ между соседними государствами и пытается доказать, что любую карту можно раскрасить с помощью четырех красок. 
Однако спустя десять лет его доказательство было опровергнуто британским математиком Перси Хивудом, который внес некоторые поправки в рассуждения Кемпе. И оказалось, что Хивуд получил доказательство того факта, что любую географическую карту можно правильно раскрасить с помощью пяти красок. Так появилась теорема о пяти красках, которая имела несложное доказательство. Но первоначальная задача о четырех красках оставалась неприступной крепостью [6].
На протяжении многих лет математики разных стран искали пути решения этой задачи. И только в 1922 году американскому математику Филипу Франклину удалось доказать, что с помощью четырех красок можно раскрасить любую карту, состоящую не более, чем из 25 областей. Постепенно он увеличил число стран до 38. Дальнейшие попытки увеличить количество стран привели к лавинообразному росту различных вариантов их взаимного расположения и числа вариантов раскраски карт. Поэтому проблема оставалась неразрешимой [9].
В 1976 году английские ученые Кеннет Аппель и Вольфганг Хакен произвели настоящую революцию в современной математике, доказав знаменитую теорему о четырех красках с помощью компьютера [Приложение 1]. Используя специальную программу, создав с помощью компьютера 1936 различных географических карт, они доказали справедливость теоремы для каждой из этих карт. На проверку программы было затрачено 1200 часов, так как рассматривались всевозможные исключения и сложные случаи. Поначалу это открытие было принято не всеми математиками, так как его трудно было проверить вручную. Да и привлечение компьютера к доказательству теоремы вызвало горячие философские споры, так как считалось, что математическое доказательство – это рассказ, убеждающий нас в истинности предположения. По этому поводу Робин Уилсон в своей книге «Четырех красок достаточно» заметил: «Аудитория раскололась на два лагеря: тех, кому за 40, невозможно было убедить, что доказательство, проведенное компьютером, может быть верным, а тех, кому еще не исполнилось 40, невозможно было убедить, что верным может быть доказательство, содержащее 700 страниц вычислений вручную». Несмотря на все разногласия среди математиков открытие получило в дальнейшем широкое признание, хотя у некоторых долгое время оставались сомнения [7].
Вскоре математики стали активнее использовать компьютер для научных исследований, доверяя машине большой объем рутинных вычислений. В 1994 году американские ученые Нил Робертсон, Дэниел Сандерс, Пол Сеймур и Робин Томас, взяв за основу работы Аппеля-Хакена, воспользовавшись новыми теоретическими наработками и мощными компьютерами, упростили доказательство этой теоремы. В настоящее время в домашних условиях можно доказать теорему о четырех красках за несколько часов с помощью компьютера.
Из наших соотечественников российский математик и инженер, профессор В.А.Горбатов еще в 1964 году предложил доказательство теоремы о четырех красках,  занявшее 30 страниц [4]. Но по неизвестным причинам оно осталось незамеченным.
В 2004 году своё доказательство теоремы о четырехцветной карте с помощью специального компьютерного обеспечения, провел Джордж Гонтье, работающий в исследовательской лаборатории компании Microsoft в Кембридже (Англия) [12]. Таким образом, теорема о четырех красках, имеющая более чем вековую историю, была успешна доказана. Но, без компьютера, по-прежнему, не обошлось. Возможно, в недалеком будущем, новые открытия, связанные с задачей о четырех красках, помогут математикам получить более простое доказательство, не основанное на использовании компьютера.   




























3. Игра «Четыре краски».

Теорема о четырех красках породила большое количество логических игр. Сначала в них можно было играть только на бумаге, а затем появились компьютерные варианты этих игр. Сейчас их нетрудно найти в Интернете. А придумал эту игру американский писатель, большой любитель головоломок Стивен Барр [10]. Правила игры таковы: первый игрок, делая свой ход, рисует произвольную пустую область. Второй игрок закрашивает её и в свою очередь рисует свою пустую область. Использовать можно краски только четырех цветов. И так шаг за шагом игроки закрашивают область своего соперника и добавляют свою. При этом области, имеющие общие границы, должны быть закрашены в разные цвета. Проигрывает тот, кто, делая ход, вынужден будет использовать пятый цвет. 
Прежде чем рассказать об этой интересной игре своим одноклассникам, я провела анкетирование, цель которого выяснить: знакомы ли мои одноклассники с логическими играми и как часто им приходится решать нестандартные математические задачи. Результаты анкетирования приведены в таблице:

	Вопросы
	Да
	Нет
	Редко

	Играют в логические игры.
	2
	16
	2

	Решают логические задачи.
	3
	13
	4

	Знакомы ли вы с игрой «четыре краски»?
	
1
	
19
	

	Нравится ли вам доказывать теоремы и решать задачи на доказательство?
	
4
	
12
	
4



Познакомив своих одноклассников с этой игрой, я постаралась разработать выигрышную стратегию. Эта задача оказалась непростой. Что ещё раз подтверждает сложность доказательства теоремы о четырех красках. По этому поводу американский математик, писатель, автор фантастического рассказа «Остров пяти красок» Мартин Гарднер (1914-2010) однажды заметил: «Я не знаю лучшего способа понять трудности, которые встречаются на пути решения проблемы четырёх красок, чем просто поиграть в эту любопытную игру» [2,3]. 
Играя с одноклассниками в эту игру, мы получали различные варианты раскраски произвольных замкнутых областей [рис. 2а]. Нечетными номерами показаны области, которые закрашивал первый игрок, а четными – области, закрашенные вторым игроком. 

Рис.2а. Раскраска замкнутых областей.      Рис.2б. Другой вариант раскраски. [14]

Понятно, что первый игрок, делая свой ход на девятом шаге, вынужден использовать пятый цвет. Значит, он проиграл. Но это не означает, что данным рисунком опровергается теорема четырех красок. Раскрасить эти области можно и по-другому [рис. 2б].  В этом случае игра продолжается дальше. 
Возникает естественный вопрос, в какой цвет выкрасить еще не закрашенную область, чтобы не проиграть? Обратимся еще к одному примеру. Рассмотрим простую карту, состоящую из плоских областей. Форма областей роли не играет. Важно то, как области примыкают друг к другу [рис. 3]. 
На рисунке слева понятно, что цвет пустой области должен быть либо синим, либо каким-то новым, четвертым цветом, отличающимся от уже нанесенных на карту. Предположим, что мы закрасили пустую область в зеленый цвет (рисунок в центре). Добавим теперь еще одну область. Вполне очевидно, что закончить раскраску карты (с соблюдением всех условий) без использования пятого цвета не получится. Вернемся снова к карте. И закрасим пустую область вместо зеленого в синий цвет (рисунок справа). Такая раскраска приводит к трудностям, если с первыми четырьмя областями соприкасаются две другие области. Ясно, что для раскраски этих двух областей нам понадобятся четвертая и пятая краски. Является ли данный пример доказательством того, что для раскраски некоторых карт необходимо брать пять красок? Вовсе нет.

           
Рис. 3. При раскрашивании карты часто приходится начинать все сначала.

В обоих случаях мы можем обойтись всего лишь четырьмя красками, следует только вернуться к исходной карте и изменить первоначальную схему раскраски [рис. 4].


Рис. 4. Беспроигрышный вариант раскраски.
 При раскрашивании сложных карт с десятками «стран» мы постоянно можем попадать в подобные «тупики» и возвращаться к тому, с чего начали. Следовательно, для решения проблемы четырех красок необходимо либо доказать, что во всех случаях, изменив надлежащим образом схему раскраски, можно добиться успеха, либо придумать какой-нибудь способ, который позволил бы исключить все ненужные варианты раскраски любой карты в четыре цвета. 
Познакомимся с другими вариантами логической игры «Четыре краски» [7]:
· Карта разбивается случайным образом на произвольные области и игроки по очереди закрашивают области, меняя цвет в строгой последовательности. Таким образом, каждый игрок закрашивает карту только двумя цветами, а в случае, если не может закрасить так, чтобы области, имеющие общую границу, были раскрашены в разные цвета, пропускает ход. Игра прекращается, когда ни один из игроков больше не сможет сделать ни одного хода. Выигрывает тот, у кого общая площадь закрашенных им областей больше.
· Квадрат, стороны которого окрашены в разные цвета (всего используют четыре цвета), разбивают на несколько квадратов. Первым ходом закрашивают квадрат, прилегающий к любой из сторон. Каждый последующий ход можно закрашивать тот квадрат, который прилегает к одному из закрашенных квадратов. Нельзя закрашивать квадрат теми цветами, которыми закрашен один из прилегающих к нему квадратов (в том числе и по диагонали) или прилегающая к квадрату сторона. Выигрывает игрок, делающий последний ход [рис. 5]. На рисунке нечетными номерами обозначены ходы первого игрока, а четными номерами – ходы второго игрока. В данном случае побеждает первый игрок.

                               Рис.5. Разновидность игры «Четыре краски».

Итак, играя в игру «Четыре краски», я заметила, что необходимо быть внимательной, лучше всего просчитывать наперед различные варианты раскраски нарисованных областей. Не следует торопиться закрашивать очередную область в тот или иной цвет, а нужно постараться предугадать ход соперника и выбрать оптимальный вариант закрашивания карты. 
4. Теорема о двух красках и логические задачи.

Исследуя задачу о четырех красках, нельзя обойти вниманием такой вопрос: каким наименьшим количеством красок можно обойтись, раскрашивая несложные карты? Для ответа на данный вопрос рассмотрим различные карты на плоскости, образованные прямыми линиями. Примером может служить обычная шахматная доска. Достаточно ли двух красок для раскрашивания таких карт? Ответ на данный вопрос мы получим, познакомившись с теоремой о двух красках, изучая которую получим общее представление о том, как доказывается теорема о четырех красках.   
Теорема. Всякую карту, образованную прямыми, можно раскрасить в два цвета [6].
Доказательство. Ясно, что карту, разделенную на части одной прямой, можно раскрасить двумя красками. Докажем, что если карта, образованная прямыми, раскрашена в два цвета, то карта, полученная из нее добавлением новой прямой также может быть раскрашена в два цвета [рис. 6]. Такой метод доказательства теорем в математике называется методом математической индукции. Математическая индукция — метод математического доказательства, который используется, чтобы доказать истинность некоторого утверждения для всех натуральных чисел [7].


Рис. 6. Раскраска карт, образованных прямыми линиями.

 Действительно, новая прямая делит раскрашенную карту на две карты, каждая из которых раскрашена в два цвета. Причем к самой прямой примыкают пары областей, закрашенные в один цвет. Перекрасим одну из карт-половинок (не важно, какую именно), изменив цвет каждой области на противоположный. Получим раскраску в два цвета всей карты [рис.7]. Поскольку любую карту, образованную прямыми можно получить последовательно добавляя прямые, то такая карта может быть раскрашена в два цвета.

Рис. 7. Раскраска карты в два цвета.
Доказательство можно несколько обобщить на случай более разнообразных карт, образованных либо кривыми, пересекающими весь лист от одного края до другого, либо замкнутыми кривыми без самопересечений [рис.8]. Проведя еще одну кривую, пересекающую всю карту от одного ее края до другого, мы должны, изменить все цвета по одну сторону от кривой на противоположные. Если проведенная кривая замкнута, то изменить нужно окраску всех областей, попавших внутрь кривой, или всех областей, оказавшихся снаружи. Замкнутые кривые могут иметь и точки самопересечения, но в этом случае перекрашивание областей более сложно. 

Рис.8. Карта, образованная кривыми и прямыми линиями.

   Ну, а теперь познакомимся с логическими задачами на раскрашивание карт, которые на первый взгляд кажутся простыми, но в каждой из них содержится некоторая ловушка. 
1. Задача о художнике [10].
Сколько красок должен взять художник, чтобы раскрасить большую абстрактную картину [рис. 9]? Причем, области, имеющие общую границу, не должны быть закрашены одинаково. Площадь каждой области равна восьми квадратным футам, кроме верхней области, имеющей вдвое большую площадь, чем остальные. Проверив, запасы красок, художник обнаружил, что красной краски у него хватит для 24 квадратных футов, желтой ровно столько же, сколько и красной, зеленой – для 16 квадратных футов и синей – для 8. Как художнику закрасить свою картину?


Рис.9. Картина для закрашивания.


Решение: 
Художник смешал всю имеющуюся у него синюю краску с третью всего количества красной краски и получил столько пурпурной краски, что ее хватило для закрашивания шестнадцати квадратных футов полотна. После того как большая область в верхней части картины и центральная область закрашены в желтый цвет, раскрасить остальные области в красный, зеленый и пурпурный цвета уже нетрудно [рис. 10].

Рис.10. Решение задачи о художнике.

2. Задача о треугольнике [16].
 Как начертить на плоскости двухцветную карту, обладающую таким свойством, что, как бы вы ни накладывали на нее равносторонний треугольник со стороной 1, все три его вершины не должны лежать на точках одного цвета? Эту задачу предложил канадский математик Лео Мозер (1921-1970). 
Решение:
Раскрасить плоскость в два цвета так, чтобы вершины наложенного на нее равностороннего треугольника со стороной в 1 при любой его ориентации не попадали на три точки одного цвета, проще всего так: нужно разделить плоскость на параллельные полосы, каждая шириной в единиц, а затем попеременно раскрасить их в черный и белый цвета [рис. 11].


Рис.11. Решение задачи о треугольнике.[16]

3. Задача о трех красках [17].
На плоскости построено n окружностей. В каждой из них проведена хорда так, что хорды двух окружностей имеют между собой не более одной общей точки. Докажите, что получившуюся карту можно раскрасить тремя красками так, что любые две области, имеющие общую границу, были раскрашены в разные цвета [рис.12.1]. 
Решение: 
Рассмотрим три окружности с хордами и проведем доказательство для этого случая, то есть n=3. Первая окружность, самая маленькая, вместе с хордой делят плоскость на три части. Во всех областях первой части поставим цифру 0, в областях  второй части – 1, в областях третьей внешней части поставим 2 [рис.12.2]. Далее рассмотрим вторую окружность среднего радиуса. В ней по одну сторону хорды расставим цифры 0, по другую сторону хорды – 1. А во внешней области по отношению к этой окружности во всех частях поставим цифры 2 [рис.12.3]. Таким же образом поступим по отношению к окружности самого большого радиуса. Во всех частях первой части поставим 0, во всех частях второй части поставим 1, во всех частях третьей части – 2 [рис.12.4]. Мы видим, что для каждой части соответствует три числа, найдем их сумму [рис.12.5]. Далее необходимо числа каждой части заменить остатком от деления данного числа на три [рис.12.6]. А теперь становится понятно, что области, соответствующие числу 0, нужно закрасить каким-то одним цветом, например, голубым. Области с цифрой 1 закрасим желтым цветом. И красным цветом закрасим области, соответствующие цифре 2 [рис.12.7]. Задача решена, так как полученный рисунок отвечает всем условиям задачи. 


Рис.12. Решение задачи о трех красках.[17]









5. Практическая часть исследования. Задачи на раскрашивание.
Благодаря теореме о четырех красках возникло много разнообразных логических задач на раскрашивание. Вместе со своими одноклассниками, решив проверить справедливость теоремы, мы занялись решением таких задач. Раскрашивая карту России, мы убедились в справедливости гипотезы Френсиса Гутри о том, что можно обойтись четырьмя красками [Приложение 3].  Действительно, если рассмотреть четыре территории Чукотский автономный округ, Камчатский край, Республику Якутия, Магаданскую область, то можно заметить, что Чукотский автономный округ, окружен только тремя этими территориями. Это значит, если территорию Чукотского округа закрасить первым цветом, например, зеленым, то для раскраски территорий Камчатского края, Республики Якутия, Магаданской области потребуется ещё три цвета: красный, желтый, синий. А раскрашивая карту Оренбургской области, я рассуждала так: Соль-Илецкий район можно закрасить синим цветом. А прилегающие к нему Акбулакский, Беляевский и Оренбургский районы закрасить тремя другими цветами. Например, зеленым, красным и желтым. Тогда Илекский район, имеющий с нашим районом общую границу, можно закрасить зеленым цветом, так как он не граничит с Акбулакским районом [Приложение 4].
На этом вопрос о проблеме четырех красок можно считать исчерпанным, но не лишним с точки зрения развития смекалки, логики, внимательности, будет решение задач, связанных с раскрашиванием всевозможных замкнутых областей. Рассмотрим несколько таких задач, которые можно использовать как на уроках математики, так и во внеурочной работе, что поможет развитию мыслительной деятельности и повышению познавательного интереса у учащихся к предмету математика.
1. Сколько красок достаточно взять, чтобы раскрасить карту, образованную двумя концентрическими окружностями, имеющими n перегородок? [17]
Решение: Достаточно взять четыре краски [рис. 13].
                                                              Рис. 13. Закрашивание концентрических окружностей.   
        
2. Плоскость окрашена в два цвета. Докажите, что найдутся две точки на расстоянии 1 метр  одного цвета [13].
Решение:
Нарисуем на плоскости в любом месте равносторонний треугольник со стороной 1 метр [рис 14]. Пусть точка A чёрная. Есть два варианта: если среди точек B и C есть точка того же цвета, тогда нужным нам отрезком окажется AB или AC. Если же чёрной точки среди B и C нет, обе эти точки белые, и сам отрезок BC будет иметь на концах точки одного цвета. Задача решена.



Рис. 14. Равносторонний треугольник.[13]
3. Раскраска географической карты является правильной, если любые два соседних государства раскрашены в разные цвета. Страны, не имеющие общего участка границы, могут быть раскрашены в один цвет. Хватит ли трех цветов, если все страны имеют форму треугольников? [15]
[bookmark: ans4_hide]Решение. Не хватит. Вот пример карты с четырьмя странами, на которой каждая страна граничит с каждой другой. И для закрашивания такой карты потребуется четыре цвета [рис.15].

Рис. 15. Карта, состоящая из треугольников.[15]
4. Прямая раскрашена в два цвета. Докажите, что существует отрезок, оба конца и середина которого окрашены в один цвет [13].
Решение: Возьмём отрезок AB с концами одного (синего) цвета [рис.16]. Теперь возьмём на прямой по разные стороны от отрезка точки D и E так, чтобы расстояние от них до концов отрезка AB равнялось его длине (DA = AB = BE). Они, очевидно, должны быть не синего (красного) цвета. Середина отрезка DE должна быть синей – точка Х. Но она также является серединой отрезка AB, у которого синие концы. Задача решена.                         
                 D                       A          Х          B                      E

Рис. 16. Отрезок, середина и концы которого, окрашены в один цвет.

5.  Плоскость раскрашена в два цвета. Докажите, что на ней найдется правильный треугольник с одноцветными вершинами [13].
       Решение: Рассмотрим три синие точки A, B и C, такие, что B – середина отрезка AC (они существуют согласно предыдущей задаче) [рис. 17].
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Рис. 17. Один из вариантов решения задачи.
Пусть D – третья вершина правильного треугольника ACD, E и F – третьи вершины правильных треугольников ABE и BFC, лежащие в той же полуплоскости (относительно AC), что и точка D. Тогда, либо хотя бы одна из точек D, E и F окрашена в синий цвет (и тогда образуется синий правильный треугольник), либо все эти три точки красные и образуют красный правильный треугольник.                                        
6.  Художник-авангардист покрасил несколько клеток доски размером 7*7, соблюдая правило: каждая следующая закрашиваемая клетка должна соседствовать по стороне с предыдущей закрашенной клеткой, но не должна — ни с одной другой ранее закрашенной клеткой. Ему удалось закрасить 31 клетку. Закрасьте таким методом a) 32 клетки, b) 33 клетки [14].
Решение: Мы будем решать только пункт b), так как, если мы умеем закрашивать 33 клетки, то 32 мы сможем закрасить, остановившись на предпоследнем шаге.
Недостаток в решении задачи состоит в том, что в нём слишком много длинных прямых линий. Прямая линия «запрещает» ставить точки в целом соседнем ряде клеточек, горизонтальном или вертикальном. А если эта линия не прижата к краю, то целых два ряда запрещаются. Поворот же, наоборот, хорош тем, что допускает линии пройти через клетку, соседнюю с угловой по диагонали. Чтобы можно было закрасить максимальное количество клеток путь должен побольше петлять. Например, содержать квадраты 3×3. Есть и другие варианты, даже более красивые [Приложение 5].
7. Какое наибольшее число клеток можно закрасить на шахматной доске 8 × 8 так, чтобы в любом уголке из трёх клеток  были как закрашенные, так и незакрашенные клетки? [13]
Решение: Разобьём доску на 16 квадратов 2 × 2. В каждом из них должно быть ровно две закрашенные клетки (иначе найдётся одноцветный уголок). Значит, закрашенных клеток должно быть 16 • 2 = 32. Примеры – раскраска «зеброй» или стандартная шахматная раскраска [рис. 18].



Рис. 18. Стандартная шахматная раскраска.

8. Сколько красок потребуется для раскраски поверхности куба, при которой соседние грани имели бы разные цвета? [14]
Решение: Как известно, у куба три пары противоположных граней, всего шесть граней. Раскрашивая грани куба, мы можем использовать три цвета, то есть закрашивать противоположные грани в разные цвета. Например, синий, зеленый и красный. Первый цвет мы можем выбрать тремя способами. Тогда для другой пары противоположных граней куба мы можем выбрать цвет двумя способами. И для третьей пары граней остается один цвет. А всего получается 3·2·1 = 6 способов закрашивания поверхности куба с помощью трех красок [Приложение 6]. 
6. Заключение.
Проведенное мною исследование показало, что выдвинутая гипотеза о возможности раскрашивания географической карты с помощью четырех красок оказалась верна. Задача о четырех красках замечательна тем, что её можно объяснить и первокласснику. Благодаря таким задачам любой человек понимает, что математика очень элегантна. Решая развивающие задачи на раскрашивание, вместе с одноклассниками, училась проводить аргументированные рассуждения, доказывать математические утверждения, последовательно и грамотно излагать ход решения задачи, подтверждая доказательство рисунками. Особенно мне понравилась задача о раскраске куба. В результате проведенного исследования мною был подобран целый ряд интересных нестандартных задач и создан мини-сборник «Задачи на раскрашивание», который можно использовать как на уроках геометрии, так и во внеурочной деятельности. Решение задачи о четырехцветной раскраске географических карт, способствует лучшему запоминанию названий стран и регионов. В процессе работы над темой исследования у меня и моих одноклассников заметно вырос интерес к изучению геометрии и математики в целом, к решению логических задач. Об этом свидетельствуют результаты повторного анкетирования. Они приведены в следующей таблице:

	Вопросы
	Да
	Нет
	Не знаю

	Понравилась ли вам логическая игра «четыре краски»?
	
20
	
0
	

	Считаете ли вы, что задачи на раскрашивание помогают лучше понимать геометрический материал?
	
17
	
2
	
1


	Хотелось бы вам продолжить заниматься решением нестандартных задач?
	
19
	
0
	
1



А на диаграмме представлено, какие задачи вызвали наибольший интерес у моих одноклассников. 
  Подводя итоги проделанной работы, можно сказать, что цель исследования достигнута, поставленные задачи решены. Изучение более чем вековой проблемы четырех красок расширяет горизонты человеческих знаний, ломая традиционный стереотип математики как «сухой науки», создает ее образ как живой области знания, способствует повышению у учащихся познавательного интереса к математике.
В настоящее время проблема четырех красок положительна решена для всех карт с числом стран, не превышающем 38. Для большего количества стран известно только компьютерное доказательство теоремы, которое невозможно проверить вручную. Несмотря на все разногласия среди математиков теорема о четырех красках является первым примером неклассического доказательства в современной математике. Ректор МГУ профессор В.А. Садовничий по этому поводу сказал: «В непрерывной геометрии, оказывается, существенно возрос процент использования компьютеров. Это привело к новому явлению – задачи, ранее не решавшиеся в непрерывной геометрии «формульно-точно», стали исследоваться сегодня «компьютерно» [8]. Ярким примером такой ситуации является проблема четырех красок. Возможно, в недалеком будущем, новые открытия, связанные с задачей о четырех красках, помогут математикам получить более простое доказательство, не основанное на использовании компьютера. А это значит, что еще много математических истин, ждущих своих первооткрывателей, находится за пределами человеческого познания. Мы приближаемся к новым научным открытиям, к получению совершенно инновационных  методов и удивительных способов доказательства различных математических задач. На мой взгляд, знаменитый пример длинного компьютерного доказательства теоремы о четырех красках с применением «искусственного интеллекта», еще не означает, что человечеству не по силам найти краткое лаконичное решение этой математической проблемы.
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Приложение 1 
 Великие математики, изучавшие проблему четырех красок.
                                                                         
           Уильям Роуэн Гамильтон (1805-1865)   
Ирландский   математик,   механик-теоретик, физик-теоретик, известен фундаментальными открытиями в математике. Член-корреспондент многих   академий   наук,   в   том   числе и  Российской.  Уже в детстве проявил необыкновенное дарование. В три года свободно читал и начал осваивать арифметику. А в десять лет прочел «Начала» Евклида. Обучался в колледже Дублинского Университета. В 22 года был назначен профессором этого Университета. Во всех своих работах Гамильтон стремился поставить и решить задачу максимально общим, универсальным способом, глубоко исследовать открытые им способы и ясно очертить способы их практического применения [7].                          



Артур Кейли (1821-1895)
Крупнейший ученый 19 века. Занимался изучением линейной алгебры, функциями, дифференциальными уравнениями. После окончания кембриджского колледжа, выбрал профессию адвоката. Но постоянно продолжал заниматься математикой. И в 42 года оставил доходную практику и поступил на должность профессора кембриджского университета. В своих многочисленных статьях рассматривал теорию групп и множеств, а также занимался решением задачи о четырех красках. В 1859 году Лондонское королевское общество присудило ему Королевскую медаль. Позднее был удостоен других не менее высоких наград. В 1935 году Международный астрономический союз присвоил имя Артура Кейли кратеру на видимой стороне луны [7].
Приложение 1 
 Великие математики, изучавшие проблему четырех красок.

       Альфред Кемпе (1849—1922)  
        Один из разработчиков проблемы «четырех красок». Предложил доказательство теоремы о четырех красках в 1879 году, но его опровергли 1890 году. Однако, на основе идей этого ученого удалось доказать другую теорему – о пяти красках, которая утверждает, что достаточно пяти цветов для раскраски любой географической карты. Эта теорема имела несложное доказательство. Но доказательство для случая четырех цветов столкнулось со значительными трудностями [7].                               





Кеннет Аппель и Вольфганг Хакен
Произвели настоящую революцию в математике, доказав знаменитую теорему о четырех красках с помощью компьютера в 1976 году, положив начало союзу чистой математики и компьютерных технологий. Доказательство этого факта заняло сотни страниц. В своей работе Аппель и Хакен использовали специальное программное обеспечение, а на само доказательство было затрачено 1200 часов машинного времени. Сами Аппель и Хакен считали, что «правильность предложенного доказательства вообще не может быть проверена без помощи компьютера» [7].



Приложение 2 [18]
Рисунки Альфреда Кемпе.
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Приложение 3
Географическая карта России, раскрашенная с помощью четырех красок.




Приложение 4
Географическая карта Оренбургской области, раскрашенная с помощью четырех красок.



1. Соль-Илецкий район      2. Акбулакский район     3. Беляевский район      4. Оренбургский район      5. Илекский район


Приложение 5 [14]
Решение задачи о художнике.

Решение, предложенное художником:                          Новый вариант раскраски:







Другие варианты раскраски:












Приложение 6
Раскраска куба.

Вариант раскраски граней куба тремя краски.




Приложение 7
В процессе исследовательской работы.
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